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ρ一braneのダイナミックスについて
中　川　弘　一＊
星薬科大学　物理学研究室
L　序論
　素粒子物理学において，重力を含む統一場理論の有力な候補として超弦
理論が1980年代から精力的に研究されてきた1・2）。この超弦理論は10次元
時空において無矛盾に定式化され，type　I，　type　IIA，　type　IIB，　E8×E8，∫0（32）
の5つのタイプがあることが知られている。近年，超弦理論の非摂動的な
側面の研究が盛んになり，その際にこれらの5つのタイプの超弦理論と
11次元時空における超重力理論を相互に結びつけている双対性（S－dualityi
Tduality）変換と呼ばれる変換が非常に重要な役割を担っているが明らかに
なった。さらに，5つのタイプの超弦理論とll次元時空の超重力理論の背
後にはll次元時空におけるM理論と呼ばれる，より大きな理論が存在す
ることが分かってきた3）。
　現在，M理論について議論するとき，超弦理論に現れるD－brane（Dirichlet－
brane）と呼ばれるソリトン解が非常に重要な役割を演じることが知られ
ている4）。　このD－braneはつぎのような方法で超弦理論に導入される。
従来の超弦理論では，開弦の座標Xμ（τ，σ），μ∈｛0，…，D－1｝，（Dは時空
の次元数）の全成分に対しNeumann境界条件∂σXμ（τ，σ）1σ＿o，π＝0を課
していた。しかし，Tdualityを考慮すると，開弦の端点にはDiriclet境
界条件∂τXμ（τ，σ）1σ＿o，π＝0を課すことができる。そこで，開弦の端点に
Neumann境界条件∂σXα（τ，σ）1σ＿o，π＝0，α∈｛0，…，ρ｝とDiriclet境界条件
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∂てXβ（τ，σ）［σ＿o．π＝0，β∈｛ρ＋1，…，D－1｝を課した場合を考えてみると，
これはその端点がρ次元的な拡がりをもつ物体に固定されながら運動する
開弦の状態を表していることがわかる。このときに現れるρ次元的な拡が
りをもつ物体はDρ一braneとよばれてる。
　元来，弦は1次元的な拡がりを持つ物体（ρ＝1の場合）であり，また，
上記のようにその弦のTdualを考えると，ρ次元的な拡がりをもつ物体と
結合していることは非常に興味をひかれる点である。さらに，2次元的な
拡がりを持つ物体である膜（membrane）の理論は，　M理論を記述すること
のできる行列模型と関連し，有望視されている5）。そこで本稿では，弦や
膜も含め一般的にρ次元的な拡がりを持つ物体の最も単純な模型の1つで
ある，ボゾン的ρ一braneのダイナミックスについて考察する。2．節では，
ボゾン的ρ一braneの作用関数とその性質について述べる。3．節では，ボゾ
ン的ρ一braneの作用関数が備えている対称性とゲージ固定法について考察
する。4．節では，ボゾン的ρ一braneの代数構造の導入について説明する。
5．節では，ボゾン的ρ一braneの作用関数からハミルトニアンを導く。6．節
ではまとめと今後の課題について述べる。
2．ボゾン的ρ・braneの作用関数
　ここでは，平坦なD次元時空中を運動する自由なボゾン的ρ一braneにつ
いて考える。このとき，ボゾン的ρ一braneの軌跡はρ＋1次元の世界体積
（worldvolume）を形成する。ρ一brane世界体積中の座標をξα；α∈｛0，…、ρ｝，
時空座標をXμ（ξα）；μ∈｛0，…，D－1｝とすると，ボゾン的ρ一braneの作用
関数は
∫〃G－一万∫〃＋1ξ一…（∂αxμ∂β杉）　　（1）
と書ける。ここで，万は長さの一（ρ十1）乗の次元をもつ量で，ρ一braneの
テンションと呼ばれている。（1）式で表される作用関数∫NGはNambu－Goto
型作用関数とよばれ，ρ一braneの世界体積に比例することが知られている。
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また，作用関数5NGは，ρ＝0の場合には点粒子の作用関数，ρ＝1の場
合には弦の作用関数1），ク＝2の場合には膜の作用関数5・6）とそれぞれ一致
する。
　（1）式で表されるNambu－Goto型作用関数SNGはρ一braneの世界体積に
比例するため，物理的なイメージを描くときには便利であるが，ρ一braneの
対称性を調べるときには世界体積中の計量である対称テンソル場ηαβ（ξγ）
を補助場として導入し，変形する必要がある。んαβ（ξY）を導入し，得られる
作用関数は
トZ∫・・＋1ξ・百［曲・X・∂・杉＋1）］　（・）
と表される。ここで，力＝de仇αβである。（2）式で表される作用関数5pは
Polyakov型作用関数とよばれている。（2）式の積分に現れる（ρ一1）∨＝万は
ボソン的ρ一braneの“宇宙項”に相当し，弦（ρ＝1）を考える際には消える
ことがわかる。さらに次節で説明するように，この“宇宙項”の存在により，
ρ＞1ではρ一braneのWeyl不変性（局所的スケール不変1生）が破れているこ
とがわかる。
　つぎに，Nambu－Goto型作用関数∫NGとPolyakov型作用関数5pの同等
性について述べる。まず，（2）式に変分原理を適用し，方αβの運動方程式
∂・X鋼一；妬・呼・∂・杉＋；（・－1）・。・一・　（・）
を得る。（3）式の両辺のトレースを取ると
　　　　　　　　　　力γδ∂，X・∂δ）転一ρ＋1　　　　　　（4）
となり，（3）式に代入すると
　　　　　　　　　　　ノ1αβ＝∂αXμ∂βX：u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
となる。（4）式と（5）式を（2）式のPolyakov型作用関数∫pに代入し，乃αβ
を消去すると，（1）のNambu－Goto型作用関数∫NGになることがわかる。
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また，（2）式のXμでの変分をとることにより，Xμの運動方程式
∂・（疏αβ∂・杉）一・　　　　（・）
が得られる。
3．ボゾン的ρ一braneの対称性
　この節では，（2）式のPolyakov型作用関数Spに基づき，ボゾン的ρ一brane
の対称性を調べ，ゲージ固定法について議論する。
　まず，（2）式のSpは次のD次元時空における大域的Poincar6変換につ
いて不変であることが分かる。
　　　　　　　Xμ（ξ）一→X’μ（ξ）＝Aμvxv（ξ）十αμ　　　　　　　　　　　　　（7）
ここで，AμvはD次元時空におけるLorentz変換を表す行列，αμはD次元
時空における平行移動を表すベクトルである。
　つぎに，（2）式の∫pはボソン的ρ一braneの世界体積中の微分同型写像
ξα→ζ’β（ξ）（ξ’βは世界体積中のρ＋1個の任意関数）の下で不変になる。
このとき，世界体積中の計量ねβについての変換は
　　　　　　　　　　耀づ・（ξ’）噸ξ）　　（・）
である。この微分同型写像に含まれるク＋1個の任意関数はゲージの自由
度を固定するときに重要な役割を演じる。
　上記の2つの対称性のほかに，ρ＝1のボゾン弦の場合にのみ成り立つ，
Weyl変換
　　　　　　　乃・β（ξ）一力’αβ（ξ）－1Ω（ξ）］－2乃・β（ξ）　　　　（9）
の下での不変性が存在する。ここで，Ω（ξ）は任意関数である。実際，Wey1
変換（9）の下で（2）式の5pは
・・一・・ト；∫・・＋1ζ偏［Ω（ξ）］・＋1［［Ω（ξ）］－2…∂・X・∂・杉一（・－1）］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
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と変換され，ρ＝1のときにのみ“宇宙項”が消え，不変になることがわかる。
　ここで，ゲージ自由度について考えてみることにする。まず，ボゾン弦
理論（ρ＝1）においては，〃αβに含まれる独立成分の数は3なので，微分
同型写像に含まれる2個の任意関数とWeyl変換に含まれる1個の任意関
数を指定することにより，それらの自由度を固定することができる。通常，
ボゾン弦理論においては，共形ゲージ
妬・一㌦・一 （一1001）　　（ll）
が採用される。このゲージの特徴は，ゲージ固定後，ボゾン弦理論のLorentz
共変1生が失われないことである。したがって，ボゾン弦理論をLorentz共
変な形で量子化することができる1）。
　一方，ρ＞1の場合にはボソン的ρ一braneのゲージ自由度の数は対称テ
ンソル妬βに含まれる独立成分の数（ρ十1）（ρ＋2）／2になる。したがって，
ρ＞1の場合，これらのすべての自由度を微分同型写像に含まれるρ＋1個
の任意関数を用いてねβの自由度をすべて固定することはできないが，参
考文献5）において，膜模型（ρ＝2）の場合の例が示された。ここでは，その
例に倣って，次のように妬βの自由度を固定してみることにする。
　　　　　　　　　　　　　　4－　　　4　　　　　　　　　　乃・・＝一プ＝一諺det偏，　　　（12）
　　　　　　　　　　んoα＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）
ここで，α∈｛1，…〃｝，b∈｛1，…，ρ｝，　v2はある規格化定数である。（12），
（13）式のゲージの下で，（2）式のPolyakov型作用関数∫pは
ト2∫・・＋1ξi万一‘ズW・錫蹴一（・－1）］（14）
となる。このとき，㌍βの運動方程式（4）を代入すると
・・一 宅v∫・・＋1ξ耽一∪　　　（15）
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が得られる。また，（12），（13）式のゲージをとることは，幾何学的には，ボ
ソン的ρ一braneの世界体積をΣ×Rにとることと同等である。このとき，Σ
はあるトポロジーに固定された，計量偏を持つ，ρ次元Riemann多様体
である。
4．ボソン的ρ・braneの代数構造
　ここで，Σの構造は特に注目すべき点である。この多様体の具体的な構
造を決める指導原理は今のところ明らかではないが，Taylorによってρ＝2
の膜模型の場合にシンプレックティック構造を導入した例が示された5）。特
に，ρ一braneを行列模型として捉える場合，Σにシンプレックティック構造
を導入することは自然な方法であるように思える。以下ではTaylorの例を
概説し，ρ＞2のρ一braneの場合への拡張を試みる。
　まず，ρ＝2の場合にΣにシンプレックティック構造を導入すると，τ＝ξo
を一定としたボソン的膜上の正準Poisson括弧｛∫，　g｝＝Σ。．bεαb∂。∫∂わg，ε12＝
1が定義できる。膜についての次の各量をこの正準Poisson括弧を用いて
表すことができる。
　一　　　　　　1　カーd鋤一Z｛X〃・xv晒・X・｝・　　（16）
∂。磁゜6∂わX・）一｛｛X・，xv｝，X．｝，　　　　（17）
肪αb∂。X・∂わxv－｛Xμ，Xλ｝｛Xλ，xv｝．　　　（18）
これらの式を用いて，膜の作用関数と運動方程式が正準Poisson括弧を用
いてそれぞれ
・・剖眺・抑一5｛X・，XW・｝］　（19）
および
．．　　4
Xμ一ワ｛｛X〃，xv｝，X・｝　　　　（2°）
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と表すことができる。また，膜の系に対するゲージ条件（12）および（13）は
それぞれ
　　　　　　　　．．　　　2　　　　　　　　耽一マ｛X〃・xv晒，X・｝　　　（21）
および
　　　　　　　　　　　　｛）ζμ，）g｝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）
となることが示された。
　つぎに，ρ＞2のρ一braneについて考えてみる。しかし，膜の場合に導
出された（16），…，（22）式を，シンプレクティック構造を導入して，一般
のρの場合へ拡張することは困難である。そこでここからは，ρを偶数に
限定し，一定のτ＝ξoの下で次の括弧を導入する。
　　　　　　　　｛∫，8｝o、b＝∂α∫∂b9－∂わ∫∂08．　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
この場合のΣ上の計量偏の行列式万は（23）の括弧を用いて
　　　　　一　　1　　　　乃一矛｛Xμ1，xVI｝1・2…｛Xμ〃・xv〃｝・－1〃
　　　　　　　×Σεαド”°・｛）ぴ1，XVI｝・い・，…｛）9，，X・，｝・，．1．・ρ　（24）
　　　　　　　Ol・’”μρ
と表すことができる。ここで，4＝ρ／2，εα1’”αρはρ階の完全反対称テン
ソルである。したがって，ボソン的ρ一braneのPolyakov型作用関数5pは
・・一 ♀∫・5ξ［耽
　　　　　　1　　　　－2。．・v・｛Xμ’・Xvl｝1・2…｛Xμ9，Xvg｝・－1・・
　　　　　k・卜10μ×Σεα「”α・ぽpXv1｝・晩…｛泓，，X・，｝・，－1み］（25）
　　　　　　　　　　α1，’”・αρ
となる。一方，ρ一braneの運動方程式
　　　　　　　　　　文μ＝∂α（1…1zαb∂6Xμ）　　　　　　　　　　　　　　　（26）
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については，逆テンソルカαbの構造がより複雑になるため，現在のところ
（23）の括弧でまとめた形はまだ明らかにはなっていない。また，ボソン的
ρ一braneの系に関するゲージ条件（12）および（13）はそれぞれ
　　　　耽一一，，」、v、脚v1｝1・…｛X・醐。－1。
　　　　　　　　×Σε゜1’”α・｛X云pXV　1｝。1，、・2…｛Xん・XV，｝、1，・1．・ρ　（27）
　　　　　　　　αい…・θ∫フ
および
　　　　　　　　　　　｛xμ，）ら｝αb＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
となる。
5．ボゾン的ρ・braneのHamiltonian
　この節ではボゾン的ρ一braneのHamilton形式について解説する。まず，
ボゾン的ρ一braneの時間発展の向きを指定するために，弦理論でも用いら
れる光円錐座標
　　　　　　　　　　　　＋　　xo±xD－1
　　　　　　　　　　　X　＝万　　　　　（29）
を導入し，光円錐ゲージ
　　　　　　　　　　　　x＋（τ，ξ゜）＝τ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）
に固定する1）。このゲージの下で，ボゾン的ρ一braneのLagrangian密度L
は
　　　　・一毛v［一・x一噺
　　　　　　　一，，」，v，｛X’1，X・｝1・…｛X‘・，X・・｝。－1。
　　　　　　　×Σεα1’“α・｛X’1，X／1｝。1巧…｛X’・，Xノ・｝、、，．。。，］　（31）
　　　　　　　αh…・OP
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となる。ここで，」∈｛1，…，D－2｝，ノ∈｛1，…，D－2｝である。（31）より，ボ
ゾン的ρ一braneの正準共役運動量
　　　　　　　　　　・・一一δ警一字，
　　　　　　　　　　匹δ三一亙x・
　　　　　　　　　　　　δX輌　2
が求まる。さらに，ボゾン的ρ一braneのHamiltonianは
　　　　H一警v∫4・ξ［ぴ
　　　　　　　＋，。二。、悟・｝1・…｛XらX・｝，－1。
（32）
×Σεα1’”α・｛X’1，X∫1｝。、ら…｛xらXん｝。，一∪　（33）
　　　　　　　Ol・…・αρ
となることがわかる。
6．まとめと今後の課題
　現在，超弦理論の研究の中で注目されている行列模型と関連するボゾン
的ρ一braneのダイナミックスについて考察した。
　ボゾン的ρ一braneの作用関数（1）からはじめ，その対称性とゲージ固定の
方法を調べた。そのとき，ρ一brane上に（23）の代数構造を導入した。　Taylor
は膜模型の作用関数（19）の正準Poisson括弧を正準交換関係に置き換え，
さらに，膜の座標Xμを行列とみなすことにより，行列模型への移行を行っ
ている5）。今回導入した（23）の代数を正準交換関係に置き換えることの正
当性はまだ不明であるが，ある種の非可換な代数構造と関係するのではな
いかと考えられる。
　元来，ボゾン的ρ一braneを現実の物理と直接結びつけることは非常に困
難であるが，M理論の基礎を確立するための数学的な模型としての意味を
もっていると考えられる。また，行列模型の数学的な基礎付けをあたえる
であろうと考えられ，最近注目されている理論として非可換幾何学が挙げ
られる7）。ボゾン的ρ一braneの模型を非可換幾何学の1例としてとらえ，そ
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の代数構造や正準量子化の問題などをこの非可換幾何学の立場から調べて
みることは今後の興味ある課題の1つである。
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